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Discrete-time nonlinear attitude control of spacecraft 
Yuichi IKEDA 
Abstract: 
This paper considers discrete-time nonlinear control for attitude control problem of spacecraft. To this end, 
the Euler approximation system is first derived. Then, a discrete-time nonlinear attitude controller so that the 
closed-loop system of the Euler approximation system is asymptotically stabilized is designed. Finally, the 
effectiveness of proposed control method is verified by numerical simulations. 
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ݔሶሺݐሻ ൌ ݂൫ݔሺݐሻ, ݑሺݐሻ൯, ݔሺ0ሻ ൌ ݔ଴, ݂ሺ0ሻ ൌ 0									ሺ1ሻ 
 










と Euler 近似モデルはそれぞれ次式となる． 
 

















ݔሺ݇ ൅ 1ሻ ൌ ܨ்൫ݔሺ݇ሻ, ݑ்ሺݔሺ݇ሻሻ൯																												ሺ4ሻ 
 
ここで，ݔሺ݇ሻ ∈ R௡は状態，ݑ்ሺݔሺ݇ሻሻ ∈ R௠はある制御
入力である．任意の正の実数の組ሺܦ, ߥሻに対し，
‖ݔ଴‖ ൑ ܦのとき各ܶ ∈ ሺ0, ܶ∗ሻに関して式(4)の解が 
 







定義 2 ෠ܶ ൐ 0が与えられており，各ܶ ∈ ሺ0, ෠ܶሻに対し
て関数்ܸ : R௡ → Rと入力ݑ்: R௡ → R௠が定義されてい
るものとする．任意の正の実数の組ሺ∆, ߜሻに対し，
maxሼ‖ݔ‖, ‖ݖ‖ሽ ൑ ∆を満たす全てのݔ, ݖとܶ ∈ ሺ0, ܶ∗ሻに
関して 
 
ߙଵሺ‖ݔ‖ሻ ൑ ்ܸ ሺݔሻ ൑ ߙଶሺ‖ݔ‖ሻ																																	ሺ6ሻ 
 
்ܸ ቀܨ்൫ݔ, ݑ்ሺݔሻ൯ቁ െ ்ܸ ሺݔሻ ൑ െܶߙଷሺ‖ݔ‖ሻ ൅ ߜ		ሺ7ሻ 
 
|்ܸ ሺݔሻ െ ்ܸ ሺݖሻ| ൑ ܮ‖ݔ െ ݖ‖																																			ሺ8ሻ 
 
‖ݑ்ሺݔሻ‖ ൑ ܯ																																																														ሺ9ሻ 
 
を満たす正の実数の組ሺܶ∗, ܮ,ܯሻ	ሺܶ∗ ൑ ෠ܶሻとクラスܭஶ
関数ߙଵ, ߙଶ, ߙଷが存在するならば，組ሺݑ், ்ܸ ሻはܨ்（式
(4)）に対するSPA安定化の組という．さらに，ߜ ൌ 0の




















ߪሶሺݐሻ ൌ ܩ൫ߪሺݐሻ൯߱ሺݐሻ																																															ሺ10ሻ 
 




ܩ൫ߪሺݐሻ൯ ൌ 12 ቊ
1 െ ‖ߪሺݐሻ‖ଶ
2 ܫଷ ൅ ߪሺݐሻߪሺݐሻ
் ൅ ߪሺݐሻൈቋ 
 
であり，ߪሺݐሻ ∈ Rଷ [-] は MRP，߱ ሺݐሻ ∈ Rଷ [rad/s] は
角速度，ݑሺݐሻ ∈ Rଷ [Nm] は制御トルク，ܬ ∈ Rଷൈଷ 
[kgm2] は慣性テンソル，ܫଷは 3 次の単位行列，
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である．ここで，一定値の目標 MRP をߪௗ ∈ Rଷ [-] と
すると，相対姿勢を表す誤差 MRP ߪ௘ሺݐሻ ∈ Rଷ [-] は 
 
ߪ௘ሺݐሻ ൌ ሺ1 െ ‖ߪ
ௗ‖ଶሻߪሺݐሻ െ ሺ1 െ ‖ߪሺݐሻ‖ଶሻߪௗ ൅ 2ߪሺݐሻൈߪௗ




ߪሶ ௘ሺݐሻ ൌ ܩ൫ߪ݁ሺݐሻ൯߱ሺݐሻ																																											ሺ12ሻ 
 
と表される．式(12)，(10)の Euler 近似モデルは 
 
ߪ௘ሺ݇ ൅ 1ሻ ൌ ߪ௘ሺ݇ሻ ൅ ܶܩ൫ߪ݁ሺ݇ሻ൯߱ሺ݇ሻ														ሺ13ሻ 
 











補題 1 任意のߪ ∈ Rଷに対して次式が成り立つ 2)． 
 




補題 2 2 次多項式ܽݔଶ ൅ ܾݔ ൅ ܿ ൌ 0	ሺܽ, ܾ, ܿ ∈ Rሻが異
なる実数解ݔ ൌ ߚ, ߛሺߚ ൏ ߛሻを持つとき，ܽ ൐ 0ならば，




式(14)の߱௞を仮想入力としߪ௞௘ → 0	ሺ݇ → ∞ሻとなる
߱௞ ൌ ߙ௞を求める．式(14)に対する Lyapunov 関数の
候補を 
 
ଵܸሺ݇ሻ ൌ ‖ߪ௞௘‖ଶ																																																									ሺ15ሻ 
 
とする．式(15)の差分∆ ଵܸሺ݇ሻ ൌ ଵܸሺ݇ ൅ 1ሻ െ ଵܸሺ݇ሻは，
補題 1 より， 
 









∆ ଵܸሺ݇ሻ ൌ െ4 ଵ݂ሺ1 െ ଵ݂ሻ‖ߪ௞௘‖ଶ																														ሺ17ሻ 
 
となる．ここで， ଵ݂ ∈ Rはフィードバックゲインであ
る．補題 2 より，∆ ଵܸሺ݇ሻ ൏ 0, ∀ߪ݇݁ ് 0となる ଵ݂の範囲
は 
 
0 ൏ ଵ݂ ൏ 1																																																																		ሺ18ሻ 
 
となる．以上より，式(16)の ଵ݂が式(18)を満たせば




߱௞ → ߙ௞	ሺ݇ → ∞ሻとなるݑ௞を求める．ここでは，߱ ௞
とߙ௞の誤差を 
 
ݖ௞ ≔ ߱௞ െ ߙ௞																																																											ሺ19ሻ 
 
と定義し，ݖ௞ → 0	ሺ݇ → ∞ሻとするݑ௞を求めることとす
る．式(19)より，ݖ௞に関するダイナミクスは 
 
ݖ௞ାଵ ൌ ߱௞ାଵ െ ߙ௞ାଵ																																																								 
 
ൌ ߱௞ ൅ ܶܬିଵሼെ߱௞ൈܬ߱௞ ൅ ݑ௞ሽ																												 
 
൅ 2 ଵ݂ܾ௞ାଵ ሺߪ௞
௘ ൅ ܶܩሺߪ௞௘ሻ߱௞ሻ																	ሺ20ሻ 
 
式(14)，(20)に対する Lyapunov 関数の候補を 
 




ݑ௞ ൌ ߱௞ൈܬ߱௞ ൅ ܬܶ ൤ߥ௞ െ ߱௞ െ
2 ଵ݂
ܾ௞ାଵ ሺߪ௞
௘ ൅ ܶܩሺߪ௞௘ሻ߱௞ሻ൨ ሺ22ሻ 
 
ߥ௞ ൌ ܾ௞ݖ௞ െ




とする．ここで， ଶ݂ ∈ Rはフィードバックゲインであ
る．式(21)の差分∆ ଶܸሺ݇ሻ ൌ ଶܸሺ݇ ൅ 1ሻ െ ଶܸሺ݇ሻは，補題
1 より， 
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∆ ଶܸሺ݇ሻ ൌ ሺ8 ଵ݂ଶ െ 8 ଵ݂ ൅ 1ሻ‖ߪ௞௘‖ଶ െ ܾ௞ଶሺ ଶ݂ െ 2ሻ‖ݖ௞‖ଶ	ሺ23ሻ 
 
となる．補題 2 より，∆ ଶܸሺ݇ሻ ൏ 0, ∀ߪ݇݁ ് 0, ߱௞ ് 0と
なる ଵ݂, ଶ݂の範囲は 
 
2 െ √2




2 ൏ ଶ݂																																																																									ሺ25ሻ 
 
となる．以上より，式(22)の ଵ݂, ଶ݂が式(24)，(25)を満
たせばሺߪ௞௘, ݖ௞ሻ → ሺ0,0ሻ	ሺ݇ → ∞ሻ，すなわち，
ሺߪ௞௘, ߱௞ሻ → ሺ0,0ሻ	ሺ݇ → ∞ሻとなる．以上をまとめると次
の定理を得る． 
 
定理 2 Euler 近似モデル(13)，(14)に制御入力(22)
を施した閉ループ系において， ଵ݂, ଶ݂が式(24)，(25)を















ܬ ൌ diagሼ7050,2390,6130ሽ																																								 
 
ߪ଴ ൌ ሾ0	0	0.268ሿ், ߱଴ ൌ ሾ0	0	0ሿ்																																 
 
ߪௗ ൌ ቐ
ሾ0	0	0ሿ், 0 ൑ ݐ ൑ 30
ሾ0	0	0.268ሿ், 0 ൑ ݐ ൑ 30
																										 
 
（ߪ଴は 3-2-1Euler 角で表現するとሾ߶଴	ߠ଴	߰଴ሿ் ൌ
ሾ60	0	0ሿ் [deg] である），フィードバックゲイン ଵ݂, ଶ݂
を 
 




Case1: ܶ ൌ 1		Case2: ܶ ൌ 0.8		Case3: ܶ ൌ 0.6										 
 
としたときのシミュレーション結果を Figs.1～2 に
示す．Fig.1 はߪሺݐሻを 3-2-1Euler 角で表したときの姿
勢の時間応答，Fig.1 は制御トルクの時間応答である．
宇宙機の離散時間非線形姿勢制御（池田） 
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